
Poèetní èást 1 - 12.7.2021

1. Jde o rovnici se separovanými promìnnými pro f(x) = −2x a g(y) =
√
1− y2,

budeme postupovat 6ti korokovým postupem:

(a) Df = R = I,

(b) Dg = [−1, 1] a g(y) = 0 pro y = ±1 a tedy J = (−1, 1),
(c) stacionární øe¹ení (na I) jsou y0 = −1 a y1 = 1,

(d)

∫
f

c
= −x2 = F (x),

∫
1

g
c
= arcsin y = G(y),

(e) platí G(J) = (−π
2
, π
2
) a pro M = {x : F (x) + C ∈ G(J)} dostaneme

M =


∅, C ≤ π

2
,

(−
√

C + π
2
,
√

C + π
2
), −π

2
< C < π

2
,

(−
√

C + π
2
,−
√

C − π
2
) ∪ (

√
C − π

2
,
√

C + π
2
), C ≥ π

2
.

Proto¾e G−1(t) = sin t dostáváme øe¹ení:

y2(x) = sin
(
−x2 + C

)
, x ∈ (−

√
C + π

2
,
√

C + π
2
), −π

2
< C < π

2
,

y3(x) = sin
(
−x2 + C

)
, x ∈ (−

√
C + π

2
,−
√

C − π
2
), C ≥ π

2
,

y4(x) = sin
(
−x2 + C

)
, x ∈ (

√
C − π

2
,
√
C + π

2
), C ≥ π

2
.

(f) lepením na stacionární øe¹ení dostáváme maximální øe¹ení (na R)

y5(x) =

{
sin(−x2 + C), x ∈ (−

√
C + π

2
,
√

C + π
2
),

−1, jinak,

pro −π
2
< C < π

2
a

y5(x) =


sin(−x2 + C), x ∈ (−

√
C + π

2
,−
√

C − π
2
),

sin(−x2 +D), x ∈ (
√

D − π
2
,
√

D + π
2
),

1, x ∈ [−
√
C − π

2
,
√

D − π
2
],

−1, jinak,

pro C < D, C,D ≥ π
2
.

Pro øe¹ení poèáteèní podmínky volíme y5 s C = 0.
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2. Budeme sèítat mocninnou øadu f(x) =
∞∑
n=1

xn

n(n+ 3)
, pøièem¾ polomìr konver-

gence je zjevnì 1. Nejdøíve pou¾ijeme rozklad na parciální zlomky
∞∑
n=1

xn

n(n+ 3)
=

1

3

∞∑
n=1

xn

n
− 1

3x3

∞∑
n=1

xn+3

n+ 3

pro 0 < |x| < 1, obì øady mají opìt polomìr konvergence 1, tak¾e mù¾ame
pou¾ít aritmetiku øad. Máme(

∞∑
n=1

xn

n

)′
=
∞∑
n=1

xn−1 =
1

1− x
,

co¾ dává
∞∑
n=1

xn

n
c
= − log(1− x).

Porovnáním hodnot v 0 dostaneme
∞∑
n=1

xn

n
= − log(1− x).

Podobnì

(
∞∑
n=1

xn+3

n+ 3

)′
=
∞∑
n=1

xn+2 =
x3

1− x
a tedy

∞∑
n=1

xn+3

n+ 3
c
=

∫
x3

1− x
dx =

∫
x3 − 1

1− x
+

1

1− x
dx

=

∫
−x2 − x− 1 +

1

1− x
dx

c
= −x3

3
− x2

2
− x− log(1− x)

a porovnáním hodnot v 0 dostaneme
∞∑
n=1

xn+3

n+ 3
= −x3

3
− x2

2
− x− log(1− x).

Celkovì dostáváme pro 0 < |x| < 1

f(x) = −1

3
log(1− x) +

1

9
+

1

6x
+

1

3x2
+

log(1− x)

3x3
.

Proto¾e øada
∞∑
n=1

1
n(n+3)

konverguje (srovnávím s
∑

1
n2 ) a platí lim

x→1−
f(x) = 11

18
,

dostáváme podle Abelovy vìty
∞∑
n=1

1

n(n+ 3)
=

11

18
.
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